Capitulo 1

Numeros Reales

1.1. Introduccion

Llamaremos niimero real a cualquier fraccion decimal.
Ejemplos: —2,0; 2,3333.. . 2,25; —0,785: 3, 141592 . . .: 2,7182818 .. .: —1,4142136.. . .

Las fracciones decimales peridédicas se llaman niimeros racionales, asi:

Qz{x/ng, P.q € Z,q#0}

@ : conjunto de nuimeros racionales
Z : conjunto de nimeros enteros.

Las fracciones decimales no peridédicas se llaman niimeros irracionales.
Ejemplos: 3,141592... = 7; 2,7182818 ... = ¢; —1,4142136... = /2.

La union de los nimeros racionales e irracionales se denomina conjunto de ntimeros
reales, R.

Todo niimero real que no es racional se dice que es rracional.

(R, +, -) constituye un cuerpo conmutativo (o campo), por lo tanto podemos trabajar
con las leyes del dlgebra elemental. El conjunto de los ntimeros reales es ordenado
segun su magnitud, es decir, tal que para cualquier par: z,y € R solo es satisfecha
una y sélo una de las siguientes relaciones: z <y, r =y, = > y.



Los nimeros reales se pueden representar mediante los puntos de un eje numeérico.

Por definicion, las desigualdades —oo < < +00 se cumplen siempre para cualquier
nimero real x. Asi pues, entre todos los niimeros reales y todos los puntos del eje
numeérico existe una correspondencia biunivoca.

Una propiedad importante es: entre dos niimeros reales cualquiera existen siempre
nimeros racionales e irracionales, asi,

Todo nuimero irracional se puede expresar, con el grado de precision que
se desee, por medio de ntimeros racionales.

1.2. Intervalos y Entornos

Un conjunto de nimeros reales x que satisfacen:

i) a <z <b=(a,b) se denomina intervalo abierto (a y b son fijos).
ii) a <z <b=a,b] se denomina intervalo cerrado.

i) a<z<bVa<zx<b=lab) V (a,b], se denomina intervalo semiabierto.

El intervalo (a — €,a + €) se denomina entorno-e (o vecindad) del nimero a.

(e>0) ; i i (centro a y radio €).
€ a €

El conjunto de nimeros reales x > M se llama entorno M del punto impropio +oc0.

El conjunto de ntimeros reales x < M se llama entorno M del punto impropio —oo.



1.3. Valor Absoluto / Mdédulo

El valor absoluto de un ntimero = (denotado por |z|), satisface,

r siz>0
|z| =

—x siz <0

Algunas propiedades de los valores absolutos son:

L. |z] >0

2. |2| >, ey| = [a] yl, |2 = &, (y # 0).
3. |z £yl < x|+ |yl

4. |z £yl > |z| - |yl

5.zl <ase —a<z<a, (a>0)

6. |z >asr>a Vo< —a

Nota. El lector interesado encontrarda mas material en el texto de algebra.

1.3.1. Problemas resueltos

1. Probar quesi0 <z <y =z < /1y < ¥ <y.

Solucién.
Siz<y=r+y<2y= <y
Si0<z<y=a*<azy=x<.,ay
y como:
(z—1)*>0 = 22 +9°> 22y = 2°+y°+ 22y > 4oy
= (z+y)?>day=z+y>2/1y

= Vi< )

luego, por (1), (2) y (3), z < ay < T < y.



. 2 . .
2. Demuestre, dado a > 0 y z > 0, se tiene: y/a < ‘”32—;1 (acotacién superior de
raices).

Solucién.
De inmediato,

ax® +1

(Vaz? —1)>> 0= ar* —2yax +1>0= Va < Sy
X

(la igualdad se cumple para z = \/La)

3. Demostrar que para todo r € Q* que satisfaga r? < 2, siempre se puede hallar
un nimero racional mayor r + k; k > 0 tal que (r + k)% < 2.

Solucion.

Se puede suponer k <1 = k* <ky (r+k)?=r*+2rk+k*><r?>+2rk+k,

por lo tanto, basta con hacer r? + 2rk + k = 2, de donde k = g;ﬁ

4. Si ry s son numeros racionales con s # 0, y si x es irracional, entonces los

siguientes ntimeros son todos irracionales: x +r, v —r, r —x, s, 7, 2, v # 0.

Solucion.

i) Supongamos que (x +71) € Q, x+r =p = x = p —r = x es racional
ya que es la diferencia de dos nimeros racionales, lo que contradice lo
supuesto, luego = + r es irracional.

ii) Supongamos 2 € Q, x # 0, 2 =t,t # 0, asi x = I, que es racional, lo
que contradice lo supuesto, luego 2 es irracional.

Las demés demostraciones son anélogas.

5. Demuestre, Vn € Z*, (1+L)* < (14 25)"™, re Z+.

Solucion.

Considerando a; = 1,a3 = a3 = ... = apy1 = 1 + = y como:



n+1

D

— 1—|—n1—|— / r
=1
—— > ntl . C = ntli(] —
n+1 v as Gnt1 n—l—l ( +n
1
N +n+r n+1/(1+r)n
n+1 n
r
5)

= (14—l s (14 Dy
(+n+1) (+n)

n+1 (1 _'_

6. Demostrar: |z + y| < |z| + |y|.

Solucién.
Seax+y>0=|r+yl=x+y <|z|+ |y, ahora sea
r+y<0=lrt+yl=—(r+y) = (=) +(-y) < |z +y]

7. Demostrar:

i)z =yl = llz| =yl
i) |z +y| = [lz] = [yl

Solucién.

i) Sea z—y==z r=z+y=|z|=|z+y|

|2+ yl < 2|+ [yl = [z] < [z —y|+ [yl
|z —y| > |z| - y|

—lz =yl <yl —lz| < |y —z[ = |z -y
y como |z —y|[ > 0= |jy| — |z]| < |z —yl.

L4l

ii) Queda propuesto.

8. Demostrar que V2 es un ntimero irracional.

Solucién.

Supongamos que §, q # 0 es un numero racional y que la fraccién es irreducible,

esto es, que p y ¢ no tiene ningun factor comun, y sea V2 = § = p? = 2¢°



10.

11.

entonces p? es divisible por 2 y luego p es divisible por 2, asi p = 2r, r €
7 = 4r? = 2¢> = 21> = ¢%. Luego ¢? es divisible por 2, y asf resulta que
q es también divisible por 2. Entonces p y ¢ tienen un factor comun, que es
contrario a lo que habfamos supuesto, con lo que v/2 es irracional.

Demostrar que (\/§ + \/5) es un numero irracional.

Solucion.

Supongamos que (v/3 +v/2) € Q, entonces (v/3 — V2) = \/?Tix/i es el cuo-
ciente de dos ntumeros racionales, de donde el nimero V2 = %[(\/g + \/§) —

(V3 —1/2)] € Q, lo que contradice la naturaleza irracional de v/2 (ver proble-
ma anterior). Por lo tanto, la suposicién es falsa y el nimero (v/3 + v/2) es
irracional.

Determine § > 0, para |z — V2| < 6, |y — V3| < 6 tal que
I + ) — (V3 +/32)| < 0,0005.

Solucion.

De inmediato:
(@ +y) = (V3+V2) =z = V2) + (y = V3)| < |o — V2| + [y — V3],

luego, tomando |z — V2| < 2%y |y — /3| < 2% se tiene

I(z +y) — (V3+V2)| < 0,0005

;¢ 0,005
asf, 0 = =5,

Demuestre que |z — xy| < min <1,m> v |y —yol| < m, entonces

lzy — xoyo| < &.

Solucion.

Noétese que a < min(b,¢) = a < by a < ¢, luego:

§

]-7 = |[E — CC()| <1
2(|yo|+1)>

|z — o <min(

§

|z — z0| < i ———,
2(|yo| +1)



12.

de donde:
|z — x| < 1= x| —|zo] < |z —20| <1=|2] <1+ |20

luego, |ry —xoyol = |2(y — vo) + yo(z — 20)| <
< |z| |y — wol +§|yo| |z — 0] ? |zy — zoyo| <
< (L |zol) gy + %0l zers

por (1.1) y las hipdtesis

§ £ |yo|
= |lry—x <z-+z ;
o0l <5 S ol + 1)
pero,
’Z/O‘
< +1 =
|y0| |y0| | 0|_|_1
&, &
= ’xy—l’oyo|§§+§:f

Determine 9, y d9, tales que:

lz—V2| <6y |y— V3 <= |zy—V2V3] <001

Solucion.

Por problema anterior:

vy — V2V3| < (1+V2)|ly — VB +V3lz — V2|, si [r—V2| <1

pero como:
V2<2 vy V3<2= oy —V2V3| <3y — V3| +2lr — V2
y como:
3|y — V3| + 2|z — V2| < 0,01,
se tiene:
0,01 0,01
3|y—\/§|<7 = |y—\/§|<T
2|$—\/§’<7T = ’CC—\/i‘<7T
, 0,01
Nétese que |z — /2| < -4 = |z — V2| < | luego,
0,01 0,01
5 = -7 (5 — - .
1 1 y 2 6

(1.1)



1 1
13. Siyo #0y |y — yo| < min (@) ,§|y0|2) entonces |— — —| < &;y # 0.
2 2 Yy Y
Solucion.
De inmediato 0l ¢
Yo
ly — ol < R [y — vo| < §|yo|2
y €Omo
[0l Yol
[y = w0l = lyo =yl vl = Iyl <lyo =yl < = = lyl > =~
1 2
como Yy # 0 = y # 0, por tanto — < —, ast:
[ ol
1 1 yp-—y 2 1 &yl
Lo Lol 2L Sl

Y yo| N |y| |yo| |?/0| |?/0| 2

14. Demostrar que si x,a € {R — (=1,1)} = |1 — 1| < |z —q.

X a
Solucion.

1 1 Ja—zl

r a  |za

I

como z,a € {R—(—=1,1)} = |z| > 1, |a] > 1, luego:

1 _
|a:a|21:—<1:>|$ il

|zal — |zal

15. Sustituir las interrogantes del siguiente enunciado por expresiones que en-
cierren &, xg, Yo de tal manera que la conclusién sea vélida.

< |z —al.

r
Siyo #0, ly —yo| <?y |xr— 20 <?entonces y £0y |- — 22| < €.
Y Yo

Solucion.
L _ Lol _ (YT T oy
Yy Yo YYo
_ yo(I—xo)+$0(yo—y)’ < Yol |z — 0| + |zo| |y — yol
YYo N 1yl |vol




Si

lyol Yol
<= = —yl < =
[y = ol < 5 o —yl <=5
|yo|
ol = Iyl < lyo =yl < =~
|y0|
= > 2=
|y 5
Asi,
r x| _ 2yol [z = xo| + |20l ly = wol) _ i| 2ol + 2|zg
Yy o Y| 0|2 90| Y0
de donde: )
|y_y | |y0‘ f
0 4|z T X <
Yol
‘ZC—Z‘O‘ < | Z| Y Yo
luego,
‘yo| | 0|2€
<
Y — ol mm( ' Ao]
y
|$ x0| < O |y0‘€
ademas de 0l
v =l < 5

se tiene como yy # 0 = y # 0.

16. Demostrar que si |z — xq| < g e |y—wl < g, entonces:

a) [(x+y) = (20 +40) <&
b) |(z —y) = (xo — o) <&,

Solucién.
§ § .
a) Como |z — zg| < 5 © ly — yo| < 5 sumando:
[z — 2ol + [y —wo| <= |z —mo+y—yo| <&
de donde

[(x +y) = (zo + wo)| <&




b) Se sabe que |y — yo| = |yo — y| < g; |z — x| < %, sumando:

|t —zo+yo—y| <|x—x0| +yo—y| <e=
[(z —y) — (xo — wo)| <&

17. Determinar los valores de = que satisfacen
T — 2 T — 2
a) =
T+ 2 x4+ 2
b) |2? — 4z + 3| = —(2? — 4z + 3)

¢) |(z* +4x +9) + (22 — 3)| = 2% + 4z + 9| + |22 — 3|

Solucién.
a) La igualdad es vélida para - >0 =
- - -
O e _— _— _— _— _—
-2 2

es decir, x < =2V x > 2.

b) Analogamente, cuando 22 —4r+3<0=>

e _— _—_ —_— @

es decir, 1 <z < 3.

c¢) Laigualdad |a+b| = |a|+b| es valida si y sélo si ambos sumandos tienen
el mismo signo, y como

P +4r+9>0, Vo (a>0A<0),

esto obliga a:

DO W

20 —3>20=2x >

10



18. Hallar las raices de las ecuaciones siguientes:
a) ¥+ |z —6=0
b) |cosx| =cosz+1

c) |senz| =senz + 3

Solucién.
a)
2] + 2] = 6 = 0= (|2] +3)(Ja] = 2) =0 = [a] = -
no da solucién V |z| =2 =z = £2.

b) Como —1 < cosz < 1, esta ecuacién solo se cumplird sii —1 < cosx < 0,
por lo tanto:
—cosx =cosx + 1

de donde

1 2
cosx——§:>x—2k7ri§ ke Z.

c¢) No tiene raices ya que |senz| <1 #senz + 3, V z.

19. Para n > 1, demostrar 2(y/n — 1) Z — < 2v/n — 1.

Solucion.

Previo,

— 2Vn+1—yn)(Vn+1-n) 2
2V 1= 2vn = Vntl+yn C Vntl+n

y vn—+1>+/n, luego:
2 1
2/ —2 < = —
ntl1-2vn Jn+yn  Jn

andlogamente Ud. puede demostrar

1
— <2yn—-2vn—-1
G
asi: ]
2\/n+1—2\/ﬁ<7<2\/_—2\/n—1
n

11



de donde para n = 2,3,...,n se obtiene:

1
2\/§—2\/§<—2<2\/§—2\/T

\/_
2\/1—2\/§<%<2\/§—2\/§
2\/5—2ﬂ<%<2\/1—2\/§
N EVEE Y EY S

y sumando obtenemos:

"1
2/nF1-2v2<> Vn—2=
k=2

— <2
— Vk
S|
2\/n+1—2\/§+1<zﬁ<2\/ﬁ—1,perocomo
k=1

1
\/n+1>\/ﬁy3>2\/§:>2\/ﬁ—2<zﬁ<2\/ﬁ—1
k=1

20. Si (a,b) y (¢, d) son entornos respectivos de a y 3, demuéstrese que:

21.

i) (a4 ¢,b+d) es un entorno de a + 3
Aa, A\b) es un entorno de Ao, V A > 0.

11

)
) (
iii) (a —d,b— c) es un entorno de o — 3
) (
)

iv) (ac,bd) es un entorno de a3, si ¢ > 0

a b Q@
v) Si ¢ > 0, entonces (a, -) es un entorno de —, ¢, d, 3 # 0.
c

g

Solucién.

i) Comoa<a<byc<f<d entoncesa+c<a+p<b+d
i) a<a<b=aA<aA<bAVA>0
iii) iv) v) Igualmente inmediatas.

a+x

b+ x

a
a) Siz>0,b>0,a+#b, demuestre que estd entre 1y 7

12



b) Con més generalidad, si % y 5 son fracciones distintas con b > 0y d > 0,
at+c ¢

a
demuéstrese que — < < —.
e ~v+d 4

Solucion.

a) Supongamos a > b= a+ x > b+ x como

b+x>0¢1<z+x

+x
a>b=ax > bx
ax+ab>bx+ab:a(b+x)>b(a+x):>a+$ a

b+x<g (2)

Asi, por (1) y (2) se tiene lo pedido.

b) Resulta andlogo.

2
22. Demostrar que el conjunto de todos los niimeros racionales de la forma b

e
donde p,q € Z, (¢ # 0) es denso en el conjunto de todos los nimeros reales
positivos.
Solucion.
Sea p para un ¢ dado, tal que:
p*<xg? <(p+1)° (1)
2 2 2
+2p+1 2p+1
:>p—2§x<p—2p :>O§:U—p—2< p2
q q q q
pero de (1):
2
P 2p+1  2yxq 1
p§»5m¢0§x—?< 2 S g tg
Asi,
2 2z 1
0<uz-— p_2 < i + =
q q q

2
, con lo que, para un valor z fijo, la diferencia entre x y ])_2 se puede hacer tan
q

pequena como se quiera al tomar g suficientemente grande.

23. Encuentre los valores de = que satisfacen las siguientes desigualdades:

13



a) [z] < g, se denota por [z] la parte entera de z, es decir, [z] es el entero
para el que se cumple x — 1 < [z] < x.

2
b) senx > \/7—

) T +a
Q) [225] =0

z(z+2

r—a

>0

Solucion.

a) Primera condicién:x—lﬁ%:xﬁ?.
Six=2=[z] =2= 2 <1 falso.
Sil<z<2=[z]=1=1<5 =z >2 contradiccién.
SiO§w<1:>[x]:O:>O§g,asi03x<1.

x
Analogamente para —1 < x < 0, =2 <z < —1,... con lo que [z] < >
Ve (—ool).

2 . (i 3 : :
b) senz > BB la igualdad se verifica para x; = = de inmediato

2 3
senxz\/?_é Ve [2k7r+%,2k7r—l—f];k€2.

+ _ o -+

(0]
¢) Sia>0= = (—o0, —a) U [a, +00)
—a a
+ o _ o +
Sia<0= = (—00,a) U [—a,+00)*
a —a
Sia=0=VYuz,x#0.
241 241
) Rt R PN e |
z(x+ 2 z(x +2)
211
e) I)L>O:>a:(as+2)>0 pues 2 +1 > 1 > 0, luego = <
r(r+2) — ’ - ’
-2V x>0 (1)

Ver solucién de estas inecuaciones en Ejercicios de Algebra I por el mismo autor.

14



241 1-2
II)L<1:>—9C<0:>—2<$<0\/1:>§ (2)
r(z +2) z(x 4 2)

1
Finalmente de (1) y (2) = = > 3

24. Demuéstrese que si a < x < b, entonces |z| < |a| + |b]

Solucion.

De inmediato:
b<la[+ [0 y —a<l|a[+[b]= —(la|+b]) <@
entonces si:
a<z<b= —(la|+b]) <z <l|a|+[b] = |z| < |a| + [b]
25. Demostrar:

a) >+ +y*>0
¢) 2t =33+ 42> —3x+1>0

. Cuéndo se cumple la igualdad?

Solucion.

a) De inmediato 22 + zy + 3> = (z + £)? + 3y > 0, la igualdad se verifica
para x =y = 0.

g2ntl_g2nt1

2O S0, (2 # y). Si

r=y=2" 4+ y+ .ty =02n+ 1) >0

b) Andlogamente: x?" + 2?1ty + ... + ¢y =

la igualdad se verifica si x =y = 0.
¢) =33 +422-3x+1 = (22 —x+1)(2? =22+ 1)
= [(z—3)+3(z—-1)2>0
la igualdad se verifica solamente para = = 1.

26. Demostrar:

a) |z — a1+ |z — a4+ |z —az| > az —ay si ag > az > ay. jPara qué valores
de x se cumple la igualdad?

15



b) Encuéntrese el valor maximo de y para el que se tiene, ¥V x que:
|t —ar| + |z —as]+...+|z—a,| >y

sia; < ag <...<a,. (En qué condiciones se cumple la igualdad?

Solucion.

a) |z —ai| +|az — x| > |ag — a4
|z — as| + [as — x| = |as — as
|z — as| + |a1 — x| > |a; — as],
sumando miembro a miembro:
2(|z — a1| + |x — ag| + |x — as|) > |ag — aq1| + |az — az| + |ag — a3
=ay—a;+az—ay— (a1 —agz) =2(az —a1) = az — a;
La igualdad se cumple para x = as.

b) Anédlogamente, si n es par, n = 2p entonces, p € N.
y=(an+an1+...+0ap1)— (@1 +ax+...+a,)
y la igualdad se verifica para a, < o < ap41.
Sin esimpar, n =2p—1
y=(apn+an1+...+ap1) —(e1+as+...+a,1)
y la igualdad se cumple para z = a,.

1.4. Problemas Propuestos
1. Hallar la parte entera de
_ 1 1
[E—l‘f’ﬁ‘f‘%‘f—...—f‘—m

Respuesta.Ver problema resuelto N° 19. [z] = 998.

2. Demostrar las siguientes desigualdades:

1
a) n!<(n+

b) 2vn+1—-2/m

) > 2

1 1 1
< + +.o =<2 —2vm—1
Jm  Vmil NRA

16



1

1
v ARV ARSRaT
1

1
d) © >0, 23+ —= 2= %+ —; para que valor de x se mantiene la igualdad.
x x

o) 26Vn+l-1)<1+— 4+ —=<2n

. Demostrar que:

a) n €N, x> —1 entonces (1 + )" > 1+ nx

b) neN,0<n<1,z>—1entonces (1 +z)" > 1+ nz.
¢) /n> "/n+

. Demostrar para —1 < a < 0.

(n + 1)a+1 _ noc-i—l o< noc-i—l _ (n _ 1)oc+1
n
a+1 a+1

. Dados ab,c € R, a > 0, demostrar que Q(z) = ax?® + 2bx + ¢ tiene como su
2 . .

menor valor a “=% cuando z = —g. JEn que condiciones alcanza su mayor

valor? Suponiendo que ahora Q(x) > 0, V x € R, jque puede decir de los

coeficientes a,b y c?.

. Hallar el conjunto solucién de:

a) x? — 3z + 2 < 0; ;Cual es el valor minimo de f(x) = z? — 3z + 2
b) (x—a)(x—b)(z—c)>0;a<b<c

c) 1—z|—2>0

d) |lz+ 1 <6

e) v < a?

f) Va2 +1>2z+1

g) |2* —Tx + 12| > 2* — To + 12

h) |T1|:§+1

i) Ve+6>+vVar+1++2x—-5

J) Izt —4) — (2 +2)] = |t — 4 — 2 + 2
k) |2 —x — 6] = |z + 2| |z — 3]

) |3z —=5]—1]2¢+3]>0

m) |z + 2 <]

n) |z* — 5x| > |2?| — |5z|

17



n) |22 —z|+x>1

Respuesta.
2 (L) _711 b) (a,b) U (¢, +00)

) d) (3—v8,3+V8)U(—3—-8, -3+

c) (=00, 3] V8)

e) (—00,0) U (1,+o0) f) (—o0, 0]
g) (3,4) h) (—o0, —1) U ([1, +00)
i) (3,3) i) (=00, —3] U3, +00)
k) (=00, +00) 1) (—o00, 2)U (8, +00)

n) (—OO, 0) U (Oa 5)
Sugerencia: se cumple la desigualdad |z — y| > |z| — |y| cuando z e y
tienen signos opuestos o cuando |z| < |y|.

0) (—oo,—1)U(1,400)

7. Demostrar que:
n n n
| chﬁk - ZCWH < Z |ck| |zx — ax]
k=1 k=1 k=1

8. a) |(senz +seny) — (sena +send)| < |z —a| + |y — b

b) |sen? 3z — sen? 3a| < 6|z — q
9. Si a y b son reales tal que a < b, entonces existe ¢ € () tal que a < ¢ < b.
10. Demuestre que el conjunto S de los irracionales es denso en R.

11. Demostrar que para todo niimero racional positivo r que satisfaga la condicion
r? > 2, siempre se puede hallar un nimero racional mas pequenio r —k, (k > 0)
para el cual (r — k)? > 2.

12. Hallar todos los valores racionales de = para los cuales y = Va2 + x + 3 sea
un numero racional.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sean a, b, ¢, d racionales. Demuestre que:
a+bV/2=c+dV2=a=cAb=d.

Demuestre que si a y b son racionales no ambos nulos, entonces existen racionales
¢y d tales que:

(a+bV2)(c+dv2) =1
Sea r € R, dado € > 0, demuestre que existe un racional ¢, tal que:

lg — 7| <e

Si a y 3 son racionales positivos con: a < 3. Demuestre que existe un racional
positivo ¢ tal que o < ¢% < 5.

Probar que v/n — 1+ v/n + 1 es irracional para todo n € N.

Sean a y b enteros positivos. Probar que v/2 siempre se encuentra entre las

. a a-+2b i o
fracciones — y . .Cudl estd més cerca de /27

b a-+b

Sean a y b reales positivos, demuestre que existe un nimero natural n tal que:
na > b.

Demostrar la desigualdad de Cauchy

O aib)? < (3 at) (3 #)

1=

19



