Capitulo I. Ldgica proposicional

Capitulo |
Logica proposicional

Tema 1. Proposiciones y operadores Logicos

1.1 Definiciones bésicas

Término: Cada parte que constituye un enunciado o discurso. Sindénimo de
palabra o coleccion de palabras.

Término categorematico: termino que tiene significado propio e independiente

Término sincategorematico: término que no tiene significado propio y seutiliza
para modificar o enlazar términos categorematicos

Proposicion logica: agrupacion de términos de la que se puede afirmar si su
contenido es falso o verdadero. Pueden ser atdmicas o moleculares

Proposicion atomica: proposicién que no puede descomponerse en partes que
sean a su vez proposiciones.

Proposicion molecular: proposicion formada por una o varias proposiciones
atomicas enlazadas por términos sincategorematicos

Conectores proposicionales: términos sincategorematicos que se usan para
modificar o enlazar proposiciones

Conectores monadicos: se aplican a una sola proposicion ej: negacion

Conectores diadicos: se aplican a dos proposiciones
ej: conjuncion (y), disyuncion (o) disyuncién exclusiva ( 0...0...) condicional
(si...entonces) bicondicional (s y solo si)

Simbolizaciones: proposiciones atomicas se simbolizan por letras minusculas
comenzando porlap:p.q,r,s

Variable proposicional: simbolo que sustituye a una proposicién atomica

Conectivo u operador légico: simbolo del conector proposicional

Conector Simbolo

negacion

conjuncion

disyuncion

disyuncién exclusiva

condicional

T >(<|> ]

bicondicional

Formula ldgica: expresion simbdlica que sustituye a una proposicion
molecular

Valorar o hallar valor légico de una proposicion: averiguar la falsedad o
veracidad de la misma. V < verdad < 1, F < falso < 0.

Algebra de proposiciones: Construccion de formulas logicas y estudio de su
veracidad o falsedad asi como de sus propiedades

Axiomas del algebra de proposiciones:
Axioma 1: toda proposicion es verdadera o falsa, es decir, toma valores 0 0 1
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Axioma 2: Una férmula ldgica representa una proposicion cuyo valor de verdad
o falsedad depende de los conectores y los valores de verdad o falsedad de las variables
proposicionales que la contienen

Axioma 3: Los valores de verdad o falsedad de las formulas l6gicas se establecen
en tablas llamadas Tablas de verdad

Operacion logica: cuando modificamos 0 enlazamos una o varias proposiciones
mediante conectores obteniendo una nueva proposicién

1.2 Tablas de verdad

Representacion de todas las combinaciones posibles de falsedad o veracidad de

una proposicion atébmica o molecular. Contiene 2" filas, siendo n la cantidad de
variables de la proposicién molecular.

Ejemplos de Tablas de verdad

n=1
p
0
1 n=4
n=2
p q
0 0
0 1
1 0
1 1
n=3
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1.3 Operadores logicos

Negacion: Dada una proposicion p su contraria no p es verdadera cuando aquella es
falsa y se simboliza —p .

P —p
0 1
1 0

Conjuncién o producto l6gico: Dadas dos proposiciones p, g, el producto logico es la
proposicion molecular p y g que se simboliza (p A Q)

(= =]k=]
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Disyuncion o suma légica: Dadas dos proposiciones p, q , la suma ldgica es la
proposicion molecular p 0 q que se simboliza (p v q)

Sl ==]k=]
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Disyuncion exclusiva: Dadas dos proposiciones p, g , la disyuncion exclusiva es la
proposicién molecular que se simboliza (p A q)

p 9 | pAg
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Conjuncién negativa: Dadas dos proposiciones p, g , la conjuncidon negativa significa
lingiisticamente “ni” y se simboliza (p ¥ q)

p g plqg
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Condicional: Dadas dos proposiciones p, q , el condicional es la proposicion molecular
si p entonces g que se simboliza (p — Q)
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—R|O|IOT
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Bicondicional: Dadas dos proposiciones p, q , el bicondicional es la proposicion
molecular p si y solo si q que se simboliza (p <> Q)

—l-|ololo
Rlolk|lola
==

1.4 Tautologia contradiccion y contingencia

Tautologia: proposicion que es siempre verdadera independiente de los valores
de veracidad de sus proposiciones componentes. Ejemplo p v —p

Contradiccion: proposicion que es siempre falsa independiente de los valores de
veracidad de sus proposiciones componentes. Ejemplo p A —p

Contingencia: proposicion que es verdadera o falsa Ejemplo p v (p¥ q)

1.5 Equivalencia e implicacion logicas
Proposiciones equivalentes: si sus tablas de verdad coinciden exactamente, se
simboliza <

Ejemplo
p q P« p—q q-—p (P~ 1(q—p)
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

Implicacion: Se dice que una proposicion P implica l6gicamente a Q y se escribe P
= Q si y solo si la condicional P — Q es una tautologia, es decir, en ningin caso P es
verdaderay Q es falsa

La implicacion cumple las propiedades:

1. Reflexiva P =P

2. Antisimétrica [(P = Q)A(Q = P)]—>(P < Q)

3. Transitiva [(P = Q)A(Q = R)]»>(P = R)

P = Q se denomina Teorema donde P es condicion suficiente para Q o Q es condicion
necesaria para P

Teorema directo: P = Q
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Teorema reciproco: Q = P
Teorema contrario: =P = —Q
Teorema contrarreciproco: -Q = —P

1.6 Leyes Logicas

Leyes de absorcion
[pv(pra)]ep
[pA(pva)]<p
Leyes de idempotencia
pvpep
pPAP=DP
Leyes de asociatividad
[pv@vn]e[(pva)vr]
[pPA(@an]e[(pag)ar]
Leyes de conmutatividad
(pva)<(avp)
(prg)<=(aAP)
(pea)e(ao p)
Leyes de complementacion
(pv —p) <1 ley del tercio exclusivo

(p A—=p) < 0 ley de contradiccion
Leyes de distributividad
[pv(@an]e[(pva)a(pvi)]
[pPAa@vn]e[(pra)v(pan)]
[P (@an]e[(p—>a)A(p—T1)]
[p—(@vn]e[(p—a)v(p—r1)]
Leyes de identidad
(pv0)=p
(pADep
pP=0p
p=p

Ley de la doble negacion o de involucién

Leyes de De Morgan
—(pvg)e=—-par—Q
—(pArQg)<=—-pv—(Q
Leyes de simplificacion
(prg)=p
(PArg)=0
Leyes de adicion
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p=(pva)
q=(pva)
Leyes de inferencia de la alternativa o de los silogismos disyuntivos
[-pA(pva)]=q
[PA(=pv—0)]=—q
Leyes de transitividad o del silogismo hipotético
[(p=>d)A@—>1)]=(p—>T)
[(pea)a(@en]=(per)
Ley del dilema constructivo
[(pva)a(p—>T)A(@—>1)]=T
Segunda ley del dilema constructivo
[((p=>a)A(r—>s)Aa(pv)]=(qvs)
Ley del dilema destructivo
[(=pv—=a)A(r — p)A(s > 0)]= (=r v —s)
Ley del bicondicional
(pe>a)=[(p—>a)A(@— p)]
Leyes del condicional
(p—q) < (—pvQq) condicional disyuntivo

(p — q) & —(p A—Qq) reduccion al absurdo
Leyes de transposicion

(p—>0q) = (-9—>—p)
(p0) < (=0 <> —p)
Ley de permutacién
[P=>@—>n]ela—>(p—>r)
Ley del silogismo
(p—>a)=[@—>r—>(p—>n)]
Ley de exportacion e importacion
[(prg)—>r]e[p—>(@—>T)]
Leyes de expansion
(p—>a)=[(pva) < q]

(p—>a)=[(pAg) < p]

Ley de separacion o del modus ponendo ponens

[(p=>a)Ap]=q
Ley del modus tolendo tolens

[(p—>a)A—a]=p
Ley del modus tolendo ponens

[(pva)Ap]=q
Ley de resolucién
[(=pva)a(pv)]=(qvr)
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Tema 2. Calculo de operadores logicos

2.1 Procedimientos de decision
Tablas de verdad
Arboles semanticos
Refutacion
2.2 Sistema inferencial del calculo de proposiciones
Reglas basicas de inferencia:

Reglas de Eliminacion | Reglas de Introduccion

Reqglas basicas del condicional

1.Modus ponendo ponens 2. Teorema de deduccion
P—>q p
P :
q I
P—>Q
Reglas basicas de la conjuncion
3. Simplificacion 4. Producto
bprg
p q
pPAqQ
Reglas bésicas de la disyuncién
5. Prueba por casos 6. Adicion
pvq
b D
: pPvq
|r
q qa
Pvq
|r

Reglas bésicas de la negacion
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7. Doble negacién 8. Reduccidn al absurdo
P p
p :
qn—Q
—P

Tema 3. Légica de predicados

3.1 Cuantificadores
Cuantificador universal: “para todo”, ““cualquier”
Sea P(x) un predicado sobre el conjunto A (Vx e A)P(X)

SiA={a,a,,.,a,,a,}
(Vxe A)P(x) & P(a)) AP(a,)A...AP(a, ;) AP(a

Cuantificador existencial: *“*existe al menos uno™, “alguno™
Sea P(x) un predicado sobre A=< (Ix € A)P(X)
SiA={a,a,,.,8,,,a,}
(Vxe A)P(x) & P(a,) v P(a,)v..vP(a,,)VvP(a,)
Relaciones entre los cuantificadores:

Sea P(x) un predicado sobre A
—(VX)P(x) < (3x)(—=P(x))
—(3x)P(x) < (VX)(=P(x))

Casos particulares de los anteriores:
=(3X)(=P(x)) < (VX)P(x)
—(VX)(=P(x)) < (3X)(P(x))
Cuantificador Universal V y conectivos A y v
(VxP(x)) A (vXQ(X)) <> (VX)(P(x) A Q(X))
(VxP(x)) v (vxQ(x)) = (VX)(P(x) v Q(X))
Cuantificador Existencial 3y conectivos A , v y —
(@xP(x)) v (3xQ(x)) <> (I)(P(x) v Q(x))
(@xP (X)) A (3XQ(X)) <= (3X)(P(x) AQ(X))
(3xP(x)) = (IxQ(x)) < (IX)(P(x) = Q(x)

3.2 Proposiciones Categoricas.

Proposicion Universal Afirmativa: A
TodoSesP (Vx)(S(x) >P(x)) ScP

Proposicion Universal Negativa: E
NinginSesP  (VX)(S(X) > —=P(x)) SnP=Y
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Proposicion Particular Afirmativa: |
AlginSesP  (IX)(S(X)AP(X)) SnP=d

Proposicion Particular Negativa: O
AlginSnoesP  (VX)(S(X)A—=P(x)) S« P

Ejemplos

- Toda funcién continua en [a,b], es integrable en [a,b]

- Toda circunferencia cumple que la razon Perimetro/diametro = &t

- Ningun nimero de la forma n! + n es primo

- Ninguna matriz singular (JA|=0) tiene inversa

- Algunos sistemas de ecuaciones lineales tienen infinitas soluciones

- Algunos triangulos rectangulos son isosceles

- Algunas funciones continuas en [a,b] no son derivables en todo punto de [a,b]
Algunas matrices no tienen inversa.

3.3 El Silogismo Categorico
Se llama Silogismo Categdrico a la deduccion a partir de dos proposiciones
categoricas donde la conclusion también es una proposicion categorica.

Términos del Silogismo Categorico

- Término Menor = Sujeto de la conclusion = Premisa Menor

- Término Mayor = Predicado de la conclusiéon = Premisa Mayor

- Término Medio = Figura en ambas premisas y no en la conclusion

Tipos de Silogismos Categoricos

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
M—P P—M M—P P—M
S—M S—M M— S M— S
S—P S—P S—P S—P
Tabla de Silogismos Validos:
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
Barbara (AAA-1) Cesare (EAE-2) Disamis (1Al-3) Bramantip (AAI-4)
Celarent (EAE-1) | Camestres (AEE-2) Datisi (All-3) Camenes (AEE-4)

Darii (All-1)

Festino (E10-2)

Bocardo (OAO-3)

Dimaris (1A1-4)

Ferio (EIO-1)

Baroco (AOO-2)

Ferison (EIO-3)

Fesapo (EAO-4)

Barbari (AAI-1)

Cesaro (EAO-2)

Darapti (AAI-3)

Fresison (E10-4)

Celaront (EAO-1)

Camestrop (AEO-2)

Felapton (EAO-3)

Camenop (AEO-4)
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1.- En cada una de las siguientes formas proposicionales encontrar equivalentes
utilizando los conectivos A y —, simplificandolas en lo posible.

a) pvqv-r (Los paréntesis suelen omitirse)
Solucién: —(—pA—qAT)

b) pv[(-asr)—p]
Solucion: —[—pA(=qAr)]

c) po(q—r)
Solucién: —(pAgA-r)

2.- Simplificar las siguientes expresiones y escribirlas utilizando los conectivos v y —.
a) (pA—Qq)A—p
Solucién: &
b) p—>(qvr)a—pag
Solucion: —pv —[=(qvr)vpv—q]
c) —pA—-qA(r—p)

Solucion: —[ pvgv—(-rvp)]
3.- Simplificar las formas proposicionales siguientes:

a) [(pra)ar]v[(pag)a—r]v[-pAaq]
Solucion: 7Aq=q (r = Tautologia)
b) [p—>(av=r)]a-paqg
Solucion: —paq

4.- Averiguar mediante tablas de verdad si son o no tautologias las formas
proposicionales siguientes:

a) peo—P

1 0 1 1
0 1 0 1

11
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b) [(pva)vr]e[pv(avr)]

[(pva)vr]e[pv(gvr)]

[pv(avr)]

(avr)

[(pva)vr]

pPvq

c) (pPA=p)—q

(pA—P)—q

(PA=b)

—p

d (p—>a)—>(p—>(pAa))

(pP—>a)—>(p—~(prg))

p—>(p~ra)

pPAq

P—q

e) [(prg)v—r]ep

[(Prg)v—r]ep

(pAq)v—r

pPAg

—r

12
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f) —=(prg)e>(—pv—q)

Pl d |—-P| =0 | PAG | —(pAQq) (=pv—q) | =(pAd)e(—pv—a)
1 1 0 0 1 0 0 1
1] 0 0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 1
0| 0 1 1 0 1 1 1

5.- Escribir las siguientes expresiones logicas utilizando los conectivos A, v Yy —.
Para resolverlo usaremos sus tablas de verdad.

a) pAq
Solucion:
p q PAq
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

< (-prg)
< (pa—0)

Luego pAq < (—pAg)v(pA—q)

b) plq

RO |O| T

R | O, |O|

O | O | O |k | «

Luego p{gq< (—pA—q)

c) p—q
p q p—q
0 0 1
0 1 1

< (-pA—0)
< (-pAg)

13
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1 0 0 | @=(pr—q)

1 1 1 | &(pAq)
Luego (p—q) < (=pA—a)A(=pAG)A(PAG) = —(PA—0)
Aplicando De Morgan —(pA—Q) < —pv ——0 < —pV(
Luego p — g < —pvq también.

C) peq
p q | peq
0 0 1 | o(-prq)
0 1 0
1 0 0
1 1 1 < (pnaq)

Luego (p<«>q)<=(p—>a)A(d— p)<(=pA—a)v(pAq)
Pero p—>g< —pvqy g— p< —qv p (del apartado anterior)
Luego p <> q < (—=pva)A(—qv p) también.

6.- Resolver los siguientes argumentos:

a) Conclusion: tvu
1. (prg)—>(rvs)
pP—q
pA(r—(tau))
s—>(tAaw)

p Simp 3

q MPP(2,5)
pAq Prod(5,6)

rvs MPP(1,7)
r—>(tau) Simp3

© o N o gAs WD

-
©

,
. tAau  MPP(9,10)
t

e e
w N

S
tAw MPP(4,13)
.t Simp 14

e
o &

14
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b)

16.
17.

t Cas 8,10-12,13-15
tvu Ad16

Conclusion:  —p

p—>(—=qAar)
r—q

© 0 N o g &~ wd =

p aux
—gAr MPP(1,3)
r Simp 4

q MPP (2,5)
—q Simp4
gA—Q Prod(6,7)
—p  Abs 3-8

Conclusion: —t

(pvs)—>—=(qnar)
r—>wwvm

W—p

m-—s

—|(Q/\r)—)—|t

d)

e e e L o e
© N o g k~ W DN PP O

© o N o A~ W D=

r Aux

wvm  MPP(2,6)
w

p MPP(3,8)
pvs Ad9

. =(qAr)  MPP(1,10)

—t  MPP(5,11)

m

S MPP(4,13)

pvs Ad1l4

—(qAr) MPP(1,14)
—t  MPP(5,15)

—t CAS7,8-12, 13-16

Conclusion: r——p

15
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1. pAQ—o—r
2. qnat
i 3. r
4. q Simp 2
[ 5 p Aux
6. pAgq Prod(4,5)
|: 7. —r MPP(1,6)
8. ra—r Prod(3,7)
__ 9. —p Abs 5-8
10. F—>—=Pp

7.- Analizar la validez de los siguientes modos:

Ningln numero negativo es natural
Todo namero menor que 0 es negativo

Ningdn namero menor que 0 es natural
Término mayor = S (sujeto) = menor que 0

Término menor = P (predicado) = es natural
Término medio = M = negativo

Ningln namero negativo es natural E M—P
Todo nimero menor que 0 es negativo A S—M

Ningun namero menor que 0 es natural E S—P

Corresponde a la figura 1, modo EAE-1, luego es valido

M
S P
Todo ndmero entero es real A M—P
Todo nimero natural es entero A S—M
Todo nimero natural es entero A S—P

Término mayor = S (sujeto) = es natural
Término menor = P (predicado) = es real
Término medio = M = es entero

16
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Corresponde a la figura 1, modo AAA-1, luego es valido

S P
Ningln numero impar es divisible por2 E P—M

Algun nimero primo es divisible por 2 I S—M

Algun nimero primo no es impar @) S—P

Término mayor = S (sujeto) = Primos
Término menor = P (predicado) = Impares
Término medio = M = Divisibles por 2

Corresponde a la figura 2, modo EIO-2, luego es valido M
Algunos triangulos son rectangulos I M—P

Todo triangulo tiene tres angulos que

Suman 180° A M—S

Algun triangulo cuyos tres angulos
suman 180° es un tridngulo rectangulo | S—P

Término mayor = S (sujeto) = Triangulo cuyos 3 angulos
suman 180°

Término menor = P (predicado) = Triangulo rectangulo

Término medio = M = Triangulo

Corresponde a la figura 3, modo 1AI-3, luego es valido

Ninguna matriz singular es invertible E P—M S P
Algunas matrices invertibles
son triangulares I M—S

Algunas matrices triangulares no
son singulares 0] S—P

Término mayor = S (sujeto) = Triangular
Término menor = P (predicado) = Singular
Término medio = M = Invertible M

Corresponde a la figura 4, modo EIO-4, luego es valido

Algunos triangulos son rectangulos I M—P
Todo triangulo tiene tres angulos
que suman 180° A M-—S

17
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Algun triangulo cuyos tres angulos suman 180°

es un triangulo rectangulo | S—P

Término mayor = S (sujeto) = Triangulo cuyos 3 &ngulos suman 180°, Término menor
= P (predicado) = Triangulo rectangulo, Término medio = M = Triangulo

Corresponde a la figura 3, modo 1AI-3, luego es valido

5.- Ninguna matriz singular es invertible E P—M
Algunas matrices invertibles son triangulares 1 M —S

Algunas matrices triangulares
no son singulares O S—P

Término mayor = S (sujeto) = Triangular, Término menor = P (predicado) = Singular,
Término medio = M = Invertible

Corresponde a la figura 4, modo EIO-4, luego es valido
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