Segunda Parte: Producto escalar de vectores

Construcciones y vectores
En el disefio del techo de una galeria se emplea un semicilindro, que se sostiene a través de
vigas que se cruzan en distintos puntos sobre el techo. En la figura, se muestra un corte

transversal del disefio: C
B D

Por razones de construccion se necesita determinar el valor de la medida de los angulos que

surgen en los puntos donde se sostiene cada par de vigas: ABE, ACE y ADE . ;Cuéles

la medida de estos angulos?

Introduccion

Recordemos que en la primera parte de la presente unidad, hemos planteado como situacion
real que necesita de un modelo matematico para ser explicada, el caso de dos pintores que
desplazan un escritorio para poder pintar una pared. Ahora, siguiendo con el problema
planteado, el escritorio se encuentra donde querian llevarlo, la pared a pintar esta libre pero
Ramoén y Simén estan cansados y se los escucha decir ““; Que trabajo! “.

Si, efectivamente, realizaron trabajo al desplazar el escritorio e intuitivamente, podemos ver
que cuanto mayor sea la fuerza aplicada el trabajo realizado serd mayor, asi como también
cuanto mayor sea el desplazamiento mayor sera el trabajo.

Si las magnitudes que intervienen en el caso propuesto: fuerza y desplazamiento fueran
magnitudes escalares, un buen modelo fisico matematico para definir el trabajo (que siempre

es una magnitud escalar) seria el siguiente: L =FAx (1), donde F es la fuerza aplicada y Ax

el desplazamiento realizado.



Lamentablemente, en el ejemplo ni F ni Ax son magnitudes escalares, asi que si admitimos la
definicién (1), debemos suponer que existe una operacion entre vectores que dé como
resultado un escalar. Esta suposicion es valida y el modelo matematico que resuelve el caso
se denomina: producto escalar entre vectores.
En esta seccion del moédulo, estudiaremos el producto escalar entre vectores
Propaositos
En consecuencia, serd muestra intencion que cuando finalice la lectura de la segunda seccion
de la unidad: Vectores, pueda dar respuesta a las siguientes preguntas:
e (Cuales son las formas de célculo del producto escalar entre vectores?
e ;Qué propiedades tiene el producto escalar entre vectores?
e De qué manera se puede hallar la medida del angulo que definen dos vectores
considerados con origen en un mismo punto?
e Como se determina si dos vectores son perpendiculares?
e ,Coémo se determina la proyeccion escalar y el vector proyeccion ortogonal de un vector
sobre la direccion de otro vector?
e /A qué se denomina componente ortogonal? y ;como se calcula la misma?
A medida que avance en la lectura, recuerde estas preguntas

ya que ellas son la guia de su estudio.

Producto escalar

Sean u y v dos vectores, y sea 0 en angulo entre u y v, entonces el producto escalar entre u y
v se define como el producto entre las normas de los vectores y el coseno del angulo

determinado entre ellos. En simbolos:

w-v=lu]| v]coso

Observacion: Se entiende por el angulo 6 entre los vectores u y v, al angulo que satisface
0<0<n
Por ejemplo:
u ‘;'
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Ejemplo:
Sean los vectores u = (1;1;0) y 0 = (0;0;0), y los versores i = (1;0;0) y k = (0;0;1),

entonces:
u.0 :Hu H H OH cosf =0, puesto que: H OH =0 ueu=-/2.4/2.c0s0°=2
u.i=/2.1.cos45°=1 i-k =1.1.c0s90°=0 .
EJEMPLO

iei=1.1.cos0°=1
Ejercicio
1. Obtener la incognita que se pide en cada caso:

a) lanorma del vectoru si: uev=12, VH =2y 0=30°

b) el angulo 6 entre los vectores uy vsi: uev= J3, VH: 2 y H u H: 3 ACTIVIDA

Propiedades del producto escalar entre vectores

1. Siu=006 v=0entonces el producto escalar entreuy ves: usv=0

2. El producto escalar entre vectores es conmutativo: uev =veu

3. El producto escalar entre vectores es distributivo respecto de la suma de vectores:
Ue(VHW)=UeV+UeW

4. Extraccion de un escalar del producto escalar entre vectores:
Muev)=(Au)ev=ue(A V) con A € R

5. Silos vectores uy v son ortogonales entonces: uev =0

6. Si el producto escalar entre u y v es nulo entonces alguno de los vectores es el vector nulo
o los vectores son ortogonales. En simbolos: uev=0=u=00 v=0)6 (u L v)

7. El producto escalar de un vector por si mismo es igual al cuadrado de la norma del vector:
wou=|uf
Consecuencia propiedad 7: La propiedad 7 permite enunciar que la norma de un vector es
igual a la raiz cuadrada del producto escalar del vector por si mismo. En simbolos:

ul = Jueu

Usando la definicion dada del producto escalar demuestre las propiedades (5) y (7)



Ejemplos:
o Obtener la norma del vector a si sabe que: a.a =10
Por propiedades del producto escalar sabemos que: a.a=|a HZ entonces si a.a=10

EJ

resulta que: HaH2= 10. Porlotanto: [a|=/10

o Usando propiedades del producto escalar, reducir a una minima expresion:
a.(a+b)+a.(a—b)
Aplicando propiedad distributiva del producto escalar respecto de la suma de vectores:

a.(a+b)+a.(a—b)=a.a+a.b+a.a—-a.b
Cancelando y aplicando propiedad del producto escalar de un vector por si mismo, resulta

que: as(a+b)+a.(a-b)=a.a+a.b+aca—a.b =2 a-a:2HaH2

Por lo tanto: ae<(a+b)+ae.(a—b)= 2H a H2
Ejercicios

la norma del vector b es /6 y que el angulo entre ay b es: 45°

2. Obtener la norma del vector a no nulo, sabiendo que a es perpendicular al vector (a—b), '
3. Encontrar la norma del vector b sabiendo que el vector (a—b) es perpendicular al
AcCTi

VIDA

vector (a+b) y que la norma del vector a es 16

4. Demostrar que: Sialb=> HaerH2 = H aHZ +H sz

Formula del producto escalar entre vectores en funcion de sus componentes

Sean los vectores: u =uxi+u,j+u, k y v=vii+vyj+v,k entonces el producto
escalar entre u y v es:
UeV=1UxVxtuyvytu,v,

Es decir, el producto escalar entre dos vectores es igual a la suma de los productos entre

componentes homologas. n



Demostracion:
Sean los vectores: u =uyi+tuy j+u,k y v=vei+vyj+v,k entonces el producto
escalar entre u y v es:

uev=(uitu jtu k) (vwitvyjt+tv,k)=

Aplicando propiedad distributiva del producto escalar respecto de la suma de vectores,

obtenemos:

= (U)o (Vi) + (ugipelvyj) + (Ly}"éi)Jr

+<Mi)+(uyj).(vyj>+(wk)+
+ (uM i)+ (qu)+ (u k) « (v, k)=

Notemos que seis de los nueve términos se anulan, pues los vectores que intervienen son
ortogonales. Restan tres términos, en los cuales aplicando la propiedad de extraccion de un

escalar del producto escalar de vectores, resulta que:

:(UXVX) (io i) + (UyVy)(jo j) + (quz) (kok)=

Aplicando la propiedad del producto escalar de un vector por si mismo, tendremos que:

= vy [i]" + vy [§]" + (W v K] =

Y por ser i, j y k versores resulta que:

=UxVx t UyVvy +uv,

Porlotanto: wev=uyvytu, vy+u,v, qdlp.#

Ejemplos:

o Sean los vectores u = (1;1;0) y v=(1;7;2) entonces:
u.v=(L10)e (,7;2)=1.1+1.7+02=1+7=8 EJEMPLE

e Sean los vectores w=(-3;1) y v=(7;2) entonces:

Wev=(=31)s (72) =3.7+12=-21+2=-19



Ejercicios

5. Calcular el producto escalar entre los vectores que se dan a continuacion:
a) u=2i+4j+5k yv=6i+6j+6k

A

by u=-3i+4j y v=4i+3j

6. Determinar los vectores a € R® tal que: a+(1;1;0) =0, a.(0;0;1)=3 y que:H aH =4

Calculo del angulo entre vectores

Sean los vectores: u=uxi+tuyj+u,k y v=vii+vyj+v,k entonces el angulo 0 entre
uyves:
uv, +u, v, +u,v
0=arccos - );X 2yy 2222 -
\/ux +u, +u, -\/Vx +v, +V, n
Demostracion:

Datos: u=uxituyjtuk y v=viit+tvyjt+v,k
Incognita: 0: angulo entreuy v

Entonces, de la definicion de producto escalar tenemos: u . v :H u H H v H cos

uev
Operando, resulta: cos0 =

fulf vl

o o , UeV
Y por definicion de funcion inversa del coseno de un angulo: 6 = arcco{}
ul.|v

Luego, aplicando la formula del producto escalar entre vectores en funcion de sus

componentes y aplicando la formula de la norma de un vector, resulta:

u v, tu v o+u,v,

O6=arccos qdlp.#

2 2 2 2 2 2
x/ux +u, +u, '\/Vx +v, +v,

Ejemplo:
Hallar el angulo 6 determinado entre los vectores u = (1;1;1) y v =(0;0;3).

Para hallar el angulo 0, calculamos: u.v =(L;1;1)« (0;0;3) =1.0+1.0+1.3=3



lu|=P+1+1> =3 y |v|=.0"+0"+3" =3

_ 3 0. 0 .
Luego: 6 = arccos (ﬁJ =54,74 EJEMPLO

Ejercicio

7. Obtener la medida del angulo que se determina entre los siguientes pares de
vectores: a) u = (1;2;;) y v=(0;1;1) b)a=(1;1;4) y b= (—xE;O;ﬁ)
ACTIVIDA

) w=(1:-7) y s=(3:4)
8. Utilizando operaciones entre vectores, comprobar que los puntos A(4;2;3), B(4;5;6) y
C(14;6;—7) determinan un tridngulo rectangulo.
9. Hallar un vector paralelo al plano coordenado (yz) de norma 2 que sea perpendicular al

vector a = (1 ;2;—4)

Proyecciones Ortogonales

Proyeccion escalar
Sean los vectores: u=usitu,jtu k y v=viit+tvyj+tv,k
Al proyectar ortogonalmente el vector v sobre la direccion del vector wu se obtiene un

segmento p tal como se observa en las figuras 1y 2.

N v
| Figura 2
i Figura 1
o X
O A !_lM *u "
' p :

Se denomina: “proyeccion escalar del vector v sobre la direccion del vector u” a la
longitud del segmento p asociado a un signo: positivo o negativo, que indicara si la
proyeccion coincide o no con el sentido que tiene el vector sobre el cual proyectamos

ortogonalmente.




(Como determinar p? Consideremos la figura 1, en ella el triangulo NOM es rectangulo en

M, por lo tanto: cosO = entonces: p = H v H.cose (1)

| v]
Asi obtenemos que: la proyeccion del vector v sobre la direccion del vector u es igual a
la norma del vector v por el coseno del angulo comprendido entre los vectores u y v.

Pero, por otra parte, si comparamos (I) con la féormula del producto escalar entre vectores,

v H cos® (D)
%/_/

proy escde vsobreu

tendremos: uev=|u]|

Entonces, operando en (II) y reemplazando por los datos resulta:

Uev u v, tu v o+u,v,

o = arreea

proyesc , v =

Ejemplos:
o Calcular la proyeccion escalar del vector a = (0;—1;1) sobre la direccion del

versor j=1(0;1;0) !
0=L1) (0:1,0)  —1 EEMPLO
Jrereo 1
o Calcular Ia proyeccién escalar del versor i = (1;0;0) sobre la direccion del versor

k =(0;0;1)

=-1

p=proyescja=

_ . (1;0,0)« (0;0;1) 0
P =proyescgi= = —
0P +0% +1° 1

o Calcular la proyeccion escalar del vector u = (1;1;1) sobre la direccion del vector

v=(1;1,0)

=0

GLD- WL _ 2 _ 5

12 #1724 02 2

P =proy escyu=

Observemos que:

La proyeccion escalar es un nimero real negativo, cero o positivo.

La proyeccion escalar es positiva cuando el angulo entre los vectores es agudo.
La proyeccion escalar es cero cuando los vectores son ortogonales. l.:IJMENTARII ]

La proyeccion escalar es negativa cuando el angulo entre los vectores es obtuso.



En todos los casos, la longitud de la proyeccion escalar es el valor absoluto de la proyeccion

escalar.

En resumen:

« Laproyeccion escalar del vector v sobre la direccion del vector u es:

proyesc ,v =
ul

o Laproyeccion escalar del vector u sobre la direccion del vector v es:

proyesc ,.u = ——
M

En general:

La proyeccion escalar de un vector sobre la direccion de otro vector, es el cociente entre e

producto escalar de los vectores y la norma del vector sobre el que proyectamos

)

ortogonalmente. n

LEs conmutativa la proyeccion escalar?
Analicemos un ejemplo:
Sean los vectores: u = (1;1;1) y v=(1;1;0) H
o Calculemos p: proyeccion escalar del vector u sobre la direccion del vector v EJEMPLD
p=proyescyu= (L1 110) -2 2
JEersor 2

o Calculemos ¢: proyeccion escalar del vector v sobre la direccion del vector u

(LD « (11;0) 2

q=proyesc,v= —/———=>-"--= —

s 3
Claramente: p #¢q
Por lo tanto, la proyeccion escalar Ro es .....................cccoeeveeeecveiceeacrnaneannen.
Ejercicios
10.En cada caso, hallar la proyeccion escalar del vector u sobre la direccion del vector v

aju=4j+5k y v=(0;0;2) byu=4j-5k y v=(0;0;2) '
ACTIVIDA

g



c)u=mi+mj+mk y v=(m;m;0)conm>0 du=2i-3k y v=(3;7;2)
eu=3i+t4j y v=(82) HDu=(3:2) y v=(1;1)

En los casos (e) y (f) compruebe graficamente

Vector proyeccion

Sean los vectores: u=usituyjtuk y v=viit+tvyjtv,k

Hemos analizado como determinar la proyeccion escalar del vector v sobre la direccion del
vector u, ahora nos interesa definir “el vector p”: vector proyeccion del vector v sobre la

direccion del vector u tal como se observa en las figuras 3 y 4.
Figura 4

Figura 3

(Como hallar el vector proyeccion: p?

Por definicion, la proyeccion escalar p es un numero real que indica: la longitud de la
proyeccion ortogonal de un vector sobre la direccion de otro y el sentido en que se efectua la
proyeccion, por lo tanto, para transformar a esta magnitud escalar en una magnitud vectorial

es necesario incorporar la caracteristica de direccion.

Observemos que, tanto en la figura 3 como en la figura 4, la direccion del vector proyeccion
p coincide con la direccion del vector sobre el que proyectamos ortogonalmente. Entonces si
multiplicamos la proyeccion escalar p por el versor asociado al vector sobre el que

proyectamos ortogonalmente obtendremos las componentes del vector proyeccion p.

Esto es: p = vector proy, v= p.u (11D
Uev v 1
Recordando que: p = proyesc ,v = H H y que: u= H-u al reemplazar en (III)
u u
u.v 1
obtenemos: p = vector proy, v= av)

7.7.u
[u vl
[l

p VErsor u

10



Operando en la expresion (IV), resulta que:

El vector p: vector proyeccion del vector v sobre la direccion del vector u es:

P = vector proy, v = [U.VJ -u

2
'y
Ejemplo:
Calcular el vector proyeccion del vector u = (1;1;1) sobre la direccion del vector v =
(2:2;0) EJEMPLO
p=proyesc,u= O EED 000 A 22:0) = (1:10)
(22 +22 +0* | (8)
Ejercicio
11.En cada caso, hallar el vector proyeccion del vector u sobre la direccion del vector v
au=4j+5k y v=(0;0;2) bju=4j-5k y v=(0;0;2)
cu=mi+mj+mk y v=(m;m;0)conm>0 du=2j-3k y v=(0;3;2)
ACTIVIDA
e)u=3i+4j y v=(8;2) HDu=(-3:2) y v=(1;1)

En los casos (e) y (f) compruebe graficamente

Componente ortogonal

Sean los vectores: u=usi+u,jtuk y v=viit+tvyjtv,k

Hemos analizado como determinar el vector p: vector proyeccion del vector v sobre la
direccion del vector wu, ahora nos interesamos en el problema de obtener la componente
vectorial del vector v ortogonal a la direccion del u. Este sera el vector q que se observa en

las figuras 5 y 6. i

_______ v -
| | N Figura 6
i Figura 5 i q
q | E 'e\
0 R AU
o L A '
! ! P
p

Notemos que en ambas figuras se cumple que:

v=p+q esdecir: el vector v es la suma del vector proyeccion de v sobre la direccion del
vector u y la componente de v ortogonal a la direccion del vector u)

Entonces: q=comp ortog y, V= v—p

11



Recordando que: p = vector proyy v = {} -u resulta que la componente de v

2
| ul

., u.v
ortogonal a la direccion del vector u es: | =comp ortog y V=V — [ZJ ‘u
u

Ejemplo:
Calcular la componente de v =(1;1;1) ortogonal a la direccion del vector u = (2;2;0)
En primer lugar debemos hallar el vector proyeccion del vector v sobre la direccion del

L]
vector u, entonces: EJEMPLO

(27 +27+0" | (V8]

Luego: la componente de v ortogonal a la direccion del vector u serd: =V — P es decir:

q=(1;1;1) —(1;1;0) = (0;0;1)

P =proyesc,v=

Ejercicio

12.En cada caso, hallar la componente del vector u ortogonal a la direccion del vector v

au=4j+5k y v=(0;0;2) bju=4j-5k y v=(0;0;2)
cu=mi+mj+mk y v=(m;m;0)conm>0 du=2j-3k y v=(0;32) pemvioa
e)u=3i+4j y v=(8;2) HDu=(-3:2) y v=(1;1)

En los casos (¢) y (d) compruebe graficamente.
Comprobar, en cada caso que, la componente del vector u ortogonal a la direccion del

vector v es perpendicular a los vectores proyeccion hallados en el ejercicio 11.

Software Mathematica

14

58

“ 67
* 94
51
46

Ejemplo: Calcular el producto escalar entre los vectores: v= (2;3;5 ) y w= (5;— 7;0 ) MATHEMA

Para realizar el producto escalar de vectores se emplea el comando:

12



Ingresamos:

| N, s W, 0 |

Ejecutamos “intro” del teclado numérico y obtenemos el valor del producto escalar
[-1 |

Autoevaluacion: Producto escalar de vectores

1. Explicar porqué la siguiente expresion carece de sentido: (ue«v)ew

2. Demostrar que: L] u+v[' -2 u-v[ =uev
4 4

3. Sean los vectores: u=(1; a; 2) y v=(1;1;0). Determinar a. € R tal que:
a) el angulo entre uy v sea 45°

b) uyv sean perpendiculares

4. Demostrar que: p: vector proyeccion del vector wu sobre la direccion del vector v es

perpendicular al vector : componente del vector u ortogonal a la direccion del vector v.
5. Resolver la situacion planteada inicialmente en Construcciones y Vectores

6. Analizar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de ser verdadera,
demostrar y en caso de ser falsa ofrecer un contragjemplo adecuado.
a) Siproy escxa=proy esc;a entonces a | (k—i)

b) Si(u-v) L (u+v) entonces H uH = H v H

7. Los tres angulos de cierto vector unitario son iguales, estando su valor entre 0° y 90°.

(Cuales son las componentes de dicho vector?

8. Encontrar las componentes del vector w=u + v € R” si se indica el médulo de cada vector
y el angulo director de cada vector respecto del eje de abscisas en sentido positivo:

2
V=4, a0 ful=2y p="F.

13



Respuestas de las actividades

1. a) 43 b) e=§
2. 3
3. 16
4. Consulte con su profesor la demostracion...... ©
5. a)66 b) 0
6. a=(ﬁ;—ﬁ;2)éa=(—%;ﬁ;2)
T T 3n
7. 0=— b) 6=— 0=—
a) 4 ) p c) 4
8. El triangulo es rectangulo en en vértice A
4 2 4 2
9. [0;——=;—F+ ] 6 |0;—=;—
( s ﬁj ( ﬁﬁj
2m 16 2
10. a)5 b) -5 c) — d)0 e)— -
) ) )ﬁ ) )ﬁ f) 5
11.a) p=(0;0;5)  b) p=(0;0;-5) ¢) p = (m;m;0)
64 16 1 1
d) p=(0;0;0 =| - dp=|--;——
)p=(0,00) ¢)p (17 17] )P (2 2]
12.2) 9 =(0;4,0)  b) q=(0:4;) ¢) q=(0;0;m)
13 52 55
d) q=1(0;2;-3 =|-—:— dq=|-=;=
)q=( ) eq ( 7 17) )q ( 5 2)

Respuestas de la autoevaluacion

Deberda entregar la resolucion de los ejercicios para ser corregidos por su profesor.
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